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Abstract. Let X  P4C be a smooth hypersurface of degree dX 5, and let S  X be a smooth
hyperplane section. Assume that there exists a non trivial cycle Z 2 PicðX Þ of degree 0, whose
image in CH1ðX Þ is in the kernel of the Abel^Jacobi map.The familyof couples ðX ;SÞ containing
such Z is a countable union of analytic varieties.We show that it has a unique component of
maximaldimension,which is exaclty the locusofcouples ðX ;SÞ satisfying the following condition:
There exists a lineD  S andaplaneP  P4C such thatP \ X ¼ D, andZ ¼ D dh, whereh is the
class of the hyperplane section in CH1ðSÞ.The image ofZ in CH1ðX Þ is thus 0.This construction
provides evidence for a conjecture by Nori which predicts that the Abel^Jacobi map for 1-cycles
on X is injective.
Mathematics Subject Classi¢cations (2000). 14C30, 14D07, 14J10, 14J70, 14N05.
Key words. algebraic cycles, Hodge theory, Noether^Lefschetz locus, Abel^Jacobi map.
1. Introduction
Soient X une varie¤ te¤ projective complexe de dimension trois et Z un 1-cycle de X
homologue a' 0. L’application d’Abel^Jacobi
AJX :Z1ðX Þhom !
H3ðX ;CÞ
F 2H3ðX Þ þH3ðX ;ZÞ
(ou' Z1ðX Þhom de¤ signe le groupe des 1-cycles homologues a' 0) s’annule sur les cycles
rationnellement e¤ quivalents a' 0 dans X . Re¤ ciproquement, on a
CONJECTURE 1. Si la varie¤ te¤ X satisfait H2ðX ;OX Þ ¼ 0, la condition AJX ðZÞ ¼ 0
entra|“ ne que Z est rationnellement e¤ quivalent a' 0.
Cette conjecture est due a' Clemens ([Cle]) sous l’hypothe' se supple¤ mentaire
H1ðX ;OX Þ ¼ 0. Sous sa forme ge¤ ne¤ rale, elle est une conse¤ quence de la conjecture
de Nori ([No]), qui pre¤ dit que sous l’hypothe' se H2ðX ;OX Þ ¼ 0, un multiple Z0
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de Z est alge¤ briquement e¤ quivalent a' 0. En effet, si Z0 est alge¤ briquement e¤ quivalent
a' 0 et est dans le noyau de l’application d’Abel^Jacobi, un multiple Z00 de Z0 est dans
l’image de CH0ðCÞhom par une correspondance G homologue a' 0 entre une courbe C
et X . Cela signi¢e que Z00 est dans F 2SCH1ðX Þ, ou' F SCH de¤ note la ¢ltration de
Bloch-Beilinson de¤ ¢nie par Saito (cf. [S]). Or la condition H2ðX ;OX Þ ¼ 0 entrac|“ ne
conjecturalement F SCH1ðX Þ Q ¼ 0. Donc Z00 et par conse¤ quent Z devraient e“ tre
de torsion dans CH1ðX Þ. Comme le noyau de l’application d’Abel^Jacobi est sans
torsion sur les cycles de codimension 2 (cf. [Mu]), cela implique que Z devrait e“ tre
rationnellement e¤ quivalent a' 0.
Pour tester ces conjectures, il est naturel d’e¤ tudier les paires ðX ;ZÞ forme¤ es d’une
varie¤ te¤ X et d’un cycle Z homologue a' 0 et telles que AJX ðZÞ ¼ 0. On se propose
ici d’effectuer une telle e¤ tude dans le cas ou' X est une hypersurface lisse de P4,
et ou' Z est a' support dans une surface S qui est une section hyperplane lisse de
X . La classe de Z dans H2ðS;ZÞ est primitive, et on peut supposer qu’elle est
non nulle (sans quoi Z serait rationnellement e¤ quivalent a' 0 dans S, et la conjecture
serait trivialement vraie).
Soit maintenant PGlð5Þ0 le sous-groupe de PGlð5Þ laissant globalement invariant
un hyperplan H  P4, et soit Bd  PH0ðP4;OðdÞÞ=PGlð5Þ0 la varie¤ te¤ parame¤ trant
les classes d’isomorphisme de couples d’hypersurfaces lisses ðX ;SÞ tels que
S ¼ X \H. Pour tout ðX ;SÞ 2 Bd , on pose U :¼ X  S, et on note j:S,!X
l’immersion ferme¤ e. En¢n, on note PicðSÞo le groupe de Picard primitif, c’est-a' -dire
le sous-groupe de PicðSÞ constitue¤ des cycles de degre¤ 0.
On de¤ ¢nit N d comme l’ensemble des couples ðX ;SÞ 2 Bd tels qu’il existe un cycle
Z 2 PicðSÞo, tel que AJX ðjZÞ ¼ 0 (la condition Z 2 PicðSÞo entra|“ ne que jZ est
homologue a' 0 dans H2ðX ;ZÞ, puisque H2ðX ;ZÞ ¼ Z). On verra que N d est une
re¤ union de¤ nombrable de ferme¤ s analytiques, et qu’il peut-e“ tre vu du point de
vue de la the¤ orie de Hodge mixte des ouverts U ¼ X  S comme un analogue
du lieu de Noether^Lefschetz classique d’une famille de surfaces. En effet, le lieu
de Noether^Lefschetz classique est l’ensemble des surfaces S posse¤ dant une classe
entie' re primitive dans F 1H2ðSÞ; de me“ me, on montrera dans la seconde partie
que N d est l’ensemble des couples ðX ;SÞ tels qu’il existe une classe entie' re non nulle
dans F 2H3ðUÞ.
Soit ðX ;SÞ 2 Bd tel que S contient une droite D et qu’il existe un plan P  P4
ve¤ ri¢ant P \ X ¼ dD (autrement dit, P est osculateur a' X a' l’ordre d le long de
D). Alors Z:¼ dD hX (ou' hX ¼ c21ðOX ð1ÞÞ de¤ signe la classe d’une section plane
de X ) est un cycle primitif dans PicðSÞ et on constate facilement que son image dans
CH1ðX Þ est nulle. Cela implique que AJX ðZÞ ¼ 0, donc ðX ;SÞ 2 N d . Un calcul facile
montre que le sous-ensemble ainsi construit de N d est de codimension e¤ gale a'
ððd þ 1Þðd þ 2Þ=2Þ  7 dans Bd .
Re¤ ciproquement, on montre ici:
THEŁ OREØ ME 1. Pour dX 5, chaque composante irre¤ ductible de N d est de
codimension au moins ððd þ 1Þðd þ 2Þ=2Þ  7, et l’unique composante de codimension
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minimale est constitue¤ e par les couples ðX ;SÞ tels qu’il existe une droite D  S et un
plan P  P4 osculateur a' X a' l’ordre d le long de D. De plus, au point ge¤ ne¤ rique
de cette composante, le cycle dD hX engendre PicðSbÞo \KerðAJXb  jÞ.
Par le the¤ ore' me de Lefschetz sur les sections hyperplanes, une hypersurface lisse de
P4 ve¤ ri¢e toujours la condition H2ðX ;OX Þ ¼ 0. Le the¤ ore' me 1 montre qu’en degre¤
X 5 la composante de codimension minimale de N d est constitue¤ e de cycles
rationnellement e¤ quivalents a' 0. Il contribue donc dans une certaine mesure a' la
conjecture 1.
Remarque. Pour d ¼ 2, l’e¤ nonce¤ du the¤ ore' me 1 est vide. Pour d ¼ 3 et d ¼ 4,
l’e¤ nonce¤ du the¤ ore' me 1 est faux, mais on sait de¤ ja' que pour les cubiques et les
quartiques dans P4 l’application d’Abel^Jacobi est injective.
Comme dans [V 1] et [G 1], on va ramener la preuve du the¤ ore' me 1 a' l’e¤ nonce¤
purement alge¤ brique suivant.
THEŁ OREØ ME 2. Soient S:¼ C½X0;    ;X4 l’anneau gradue¤ des polyno“ mes a' 5
variables, I  S un ide¤ al homoge' ne et d > 1 un entier. On suppose que:
(1) I contient des polyno“ mes homoge' nes F0;    ;F4 de degre¤ s respectifs
d  1;    ; d  1; d en intersection comple' te;
(2) I3d5 6¼ S3d5;
Alors on a




dimðSd=IdÞ ¼ ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7
il existe une intersection comple' te de multidegre¤ ð1; 1; d  1; d  1; dÞ co|« ncidant avec
I en degre¤ X d.
Le the¤ ore' me 2 est un cas particulier assez ge¤ ne¤ ral d’une conjecture sugge¤ re¤ e dans
[E-G-H]. La preuve du the¤ ore' me 2 proce' de par des estimations assympto“ tiques pour
d !1. Ses principales e¤ tapes et la preuve pour d assez grand font l’objet de la
troisie' me partie. La quatrie' me partie, nettement plus technique, comple' te la preuve
pour les petites valeurs de d.
Je remercie ma directrice de the' se Claire Voisin pour m’avoir propose¤ ce sujet et
pour ses suggestions dans la re¤ daction de la deuxie' me partie. Merci aussi a' Olivier
Debarre et Shuji Saito pour leur relecture attentive et de nombreuses remarques.
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2. Traduction en termes d’alge' bre commutative
LEMME 1. N d est une re¤ union de¤ nombrable de ferme¤ s analytiques.
Preuve. Le lieu N d est contenu dans le lieu de Noether^Lefschetz NLðBdÞ
relativement a' la famille de surfaces parame¤ tre¤ e par Bd , et on sait que ce dernier
est re¤ union de¤ nombrable de varie¤ te¤ s alge¤ briques. Il suf¢t donc de montrer que
N d  NLðBd Þ est un sous-ensemble analytique ferme¤ (i.e. que son intersection avec
chaque composante de NLðBdÞ est un sous-ensemble analytique ferme¤ ). Introduisons
l’ensemble gN d des triplets ðX ;S;ZÞ, ou' ðX ;SÞ 2 Bd et ou' Z 2 PicðSÞo est non nul,
ve¤ ri¢ant AJX ðjZÞ ¼ 0. L’application naturelle d’oubli
gN d !N d
ðX ;S;ZÞ 7! ðX ;SÞ
est par de¤ ¢nition surjective et est localement une immersion.
D’autre part gN d est contenu dans l’ensemble gNLðBdÞ qui parame' tre les triplets
ðX ;S;ZÞ tels que Z 2 PicðSÞo. Ce dernier ensemble est aussi une union de¤ nombrable
d’ensembles alge¤ briques, et sur chacune de ses composantes connexes gNLaðBdÞ
(essentiellement indexe¤ es par les classes alge¤ briques a 2 H2ðS;ZÞ qui par con-
struction sont constantes sur gNLðBdÞ), l’application d’oubli gNLðBdÞ ! NLðBdÞ
est propre et immersive. (Le second point re¤ sulte du fait que PicðSÞo est discret,
et le premier du fait que la monodromie agit de facL on ¢nie sur le groupe de Picard
(cf. [G-M-V], p.169.)
Il suf¢t donc de montrer que gN da  gNLaðBdÞ est un sous-ensemble analytique
ferme¤ . Or si ðX ;S;ZÞ 2 gNLaðBdÞ, c’est-a' -dire si la classe a est la classe du cycle
Z sur S, et si S ,!j X , on dispose du point AJXbðjbðZÞÞ 2 JX , ou' JX de¤ signe la
jacobienne interme¤ diaire de X .
On de¤ ¢nit ainsi une fonction normale na sur gNLaðBdÞ, qui est une section
holomorphe de la famille de jacobiennes interme¤ diaires ðJXbÞb2NLðBd Þa . Par
de¤ ¢nition, le lieu gN da  gNLaðBdÞ est le lieu d’annulation de na. &
On se donne b 2 Bd . On note ðXb;SbÞ le couple d’hypersurfaces correspondant.
L’observation suivante permet de de¤ crire N d comme un analogue du lieu de
Noether^Lefschetz.
LEMME 2. (cf [V3] par exemple.) On a un isomorphisme
PicðSbÞo \KerðAJXb  jÞ ’ F 2H3ðUb;CÞ \H3ðUb;ZÞt;
ou' Ub ¼ Xb  Sb et ou' H3ðUb;ZÞt de¤ signe le quotient de H3ðUb;ZÞ par sa partie de
torsion. En particulier, b 2 N d si et seulement si
F 2H3ðUb;CÞ \H3ðUb;ZÞt 6¼ 0:
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Preuve. On remarque d’abord que l’application c1:PicðSbÞo ! F 1H2ðSb;CÞ\
H2ðSb;ZÞo est bijective. En effet, H2ðSb;ZÞo est sans torsion; par le the¤ ore' me de
Lefschetz sur les classes ð1; 1Þ, l’application c1 est surjective, et par le the¤ ore' me
de Lefschetz sur les sections hyperplanes, on a H1ðS;ZÞ ¼ 0, et donc l’application
c1 est injective. Donc b 2 N d si et seulement s’il existe ab 2 F 1H2ðSb;CÞ\
H2ðSb;ZÞo  f0g, avec ab ¼ c1ðZbÞ et AJXb ðjZbÞ ¼ 0.
Comme H1ðSb;ZÞ ¼ 0, la suite exacte de Gysin s’e¤ crit:
0!H3ðXb;ZÞ!H3ðUb;ZÞ !Res H2ðSb;ZÞo!0:
Lorsqu’on tensorise par C, on obtient une suite exacte de structures de Hodge
mixtes, ou' la ¢ltration de Hodge sur H3ðU;CÞ est obtenue a' l’aide des isomorphismes
HðUb;CÞ ’HðXb;Oðlog SbÞÞ
et est induite par la ¢ltration be“ te sur le complexeOðlog SbÞÞ (c.f. [D]). Elle ve¤ ri¢e les
relations de compatibilite¤ :
F H3ðUb;CÞ \H3ðXb;CÞ ¼ F H3ðXb;CÞ
et
ResðF H3ðUb;CÞÞ ¼ F 1H2ðSb;CÞo:
Soient maintenant ab;F un rele' vement de ab dans F 2H3ðUb;CÞ, et ab;Z un rele' vement
de ab dans H3ðUb;ZÞt. Alors AJXbðjZbÞ s’identi¢e a' la classe




qui ne de¤ pend pas des choix de ab;F et ab;Z. On a donc AJXb ðjZbÞ ¼ 0 si et seulement
si ab admet un rele' vement bb dans F
2H3ðUb;CÞ \H3ðUb;ZÞt. Or un tel rele' vement
est ne¤ cessairement unique car on a
F 2H3ðXbÞ \H3ðXb;ZÞt ¼ f0g;
d’ou' le lemme 2. &
On peut maintenant de¤ crire localement N d de la facL on suivante.
Soit b 2 Bd . Soit 0 6¼ bb 2 H3ðUb;ZÞt. Soit p: U ! Bd la famille universelle des
ouverts U au-dessus de Bd et soitH3ðU;CÞ:¼ R3pðCUÞ  OBd le ¢bre¤ vectoriel plat
sur Bd de ¢bre H3ðU;CÞ. La classe bb se prolonge de manie' re unique sur un voisinage
simplement connexe Vb de b dans Bd en une section plate b du syste' me local
H3Z:¼ R3pðZUÞ.
Le lemme 2 montre que b de¤ ¢nit alors une composante ðgN dbÞ degN d au dessus de
N d \ Vb par la condition
b0 2gN db , bb0 2 F 2H3ðU;CÞ:
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Inversement,gN d est par le me“ me lemme (et toujours au dessus de Vb) la re¤ union des
ensembles de¤ ¢nis de cette manie' re. Notons que gN db peut e“ tre vu localement par
l’application immersive ðX ;S; bÞ 7! ðX ;SÞ comme un sous-ensemble de Bd . On le
notera alors N db.
On suppose dore¤ navant que le point b 2 N db est ¢xe¤ , et on e¤ tudie localement N db
au voisinage de b. Soit r la connection de Gauss-Manin sur H3ðU;CÞ. Elle induit
par transversalite¤ de Grif¢ths un morphisme
r: F 2=F 3H3ðUb;CÞ ! HomðTbBd ;F 1=F 2H3ðUb;CÞÞ:
Exactement comme dans [CGGH], qui e¤ nonce le re¤ sultat pour le lieu usuel de
Noether^Lefschetz, on a le re¤ sultat suivant.
PROPOSITION 1. Soit b 2 N db, et soit bb la projection de bb 2 F 2H3ðUbÞ dans
F 2=F 3H3ðUbÞ. Alors l’espace tangent de Zariski a' N db en b, TbN db  TBd ;b est de¤ crit
par: TbN d ¼ Kerð rðbbÞÞ:
Le re¤ sultat suivant est du“ a' Grif¢ths (voir [Gr], [Ca-G]) dans le cas pur ou' l’on
conside' re la variation de structure de Hodge d’une hypersurface, et est montre¤ dans
[V 2] dans le cas mixte, ou' l’on conside' re la variation de structure de Hodge mixte
des ouverts comple¤ mentaires d’une section plane d’une surface dans P3:
THEŁ OREØ ME 3.OnmunitP4 de coordonne¤ es ðX0;    ;X4Þ, et on suppose que Sb  Xb
est de¤ ¢ni par X4 ¼ 0. Soient F le polyno“ me de¤ ¢nissant X et J C½X0;    ;X4 l’ide¤ al

















et soit R:¼ S=J . On a les identite¤ s
TbBd ’ Rd; F 2=F 3H3ðUb;CÞ ’ R2d4; F 1=F 2H3ðUb;CÞÞ ’ R3d4;
et l’application induite par r:
R2d4 ! HomðRd ;R3d4Þ
est a' un coef¢cient non nul pre' s induite par la multiplication dans l’anneau R.
Le the¤ ore' me 3 permet maintenant de montrer comment le the¤ ore' me 2 entra|“ ne le
the¤ ore' me 1. Soit Y  Rd le sous-espace vectoriel correspondant a' TN db;b et
Qb 2 R2d4  f0g le polyno“ me image de bb par les isomorphismes du the¤ ore' me 3.
On note mQb la multiplication par Qb. On a
Y ¼ KerðmQb :Rd ! R3d4Þ;
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et donc:
Qb 2 KerðR2d4 ! HomðY;R3d4ÞÞ; ð1Þ
ou' la £e' che est donne¤ e par la multiplication.
Par [M] on sait que R3d5 est naturellement dual de R2d4. Soit Lb 2 ðR3d5Þ_
l’image de Qb par cette dualite¤ .
Comme la multiplication est sa propre transpose¤ e, (1) devient:
ImðY R2d5 ! R3d5Þ  KerðLbÞ; ð2Þ
ou' la £e' che est la multiplication. Comme Lb 6¼ 0, l’application Y R2d5 ! R3d5
n’est pas surjective, et donc par le the¤ ore' me 2 applique¤ a' l’ide¤ al gradue¤
I :¼ ðJ ;YÞ, on a
codimðY;RdÞX ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7:
Cela montre la premie' re partie du the¤ ore' me 1 puisque
codimN dbX codimTN db;b ¼ codimY:
Pour conclure la preuve du the¤ ore' me 1, on suppose dore¤ navant
codimN db ¼
ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7;
de sorte qu’on a
codimðY;RdÞ ¼ ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7:
Le the¤ ore' me 2 montre alors que l’ide¤ al I co|« ncide en degre¤ supe¤ rieur ou e¤ gal a' d avec
un ide¤ al intersection comple' te I de multidegre¤ ð1; 1; d  1; d  1; dÞ, et que Y ¼ Id .
Soit Pb le plan de¤ ¢ni par I1. On a dimðI d1jPb ÞW 2, et comme J  I  I , on a











PROPOSITION 2. Soit Vd  PH0ðP4;OðdÞÞ la varie¤ te¤ des hypersurfaces lisses










Soit Wd une composante irre¤ ductible de Vd. Alors
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^ soit
codim Wd ¼ ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7
et pour F 2Wd ge¤ ne¤ rique, PF est osculateur a' l’ordre d a' l’hypersurface d’e¤ quation
F ¼ 0;
^ soit codim WdX dðd þ 1Þ  11.
Preuve. C’est une adaptation des arguments de [V 1] et [G 1].
Comme pour F 2Wd ge¤ ne¤ rique il existe un seul plan PF ve¤ ri¢ant l’hypothe' se de la
proposition 2, il existe un morphisme rationnel
f:Wd ! Grð3; 5Þ
F 7!PF :
Comme Wd est invariant sous PGl5, f est surjectif.
On ¢xe maintenant P  P4. Soit WdP :¼ f1ðPÞ. On a
codim Wd ¼ codim WdP  dimðGrð3; 5ÞÞ ¼ codim WdP  6:
Soit F 2WdP un point ge¤ ne¤ rique, de sorte queWdP est lisse en P. On peut supposer que
P est de¤ ¢ni par les e¤ quations X0 ¼ 0 et X1 ¼ 0. On de¤ ¢nit les polyno“ mes F0, F1 et F1
par:
F ¼ F1ðX2;X3;X4Þ þ X0F0ðX2;X3;X4Þ þ X1F1ðX2;X3;X4Þ þ R;
ou' R est de degre¤ X 2 en X0 et X1. En notant de la me“ me facL on les polyno“ mes sur P4































Si lW 1, on a F1 ¼ Yd , ou' Y est une combinaison line¤ aire de X2, X3 et X4, et la
premie' re alternative est vraie.
Si l ¼ 2, d’une part il existe une combinaison line¤ aire non nulle Y de X2, X3 et X4
telle que @F1=@Y ¼ 0; comme le polyno“ me @F1=@Y de¤ pend de ðdðd þ 1ÞÞ=2 modules,
et que Y 2 PðX2;X3;X4Þ de¤ pend de 2 modules, cette contrainte impose localement
dðd þ 1Þ=2 2 conditions sur WdP ; d’autre part, quitte a' permuter X0 et X1 (ce
qui pre¤ serve le plan P), on peut supposer





















 6 ¼ dðd þ 1Þ  11;
la seconde alternative est vraie.
Si l ¼ 3, les contraintes



















imposent a' chaque fois ðdðd þ 1Þ=2Þ  3 conditions surWdP ; la seconde alternative est
encore vraie. &
Pour dX 5, on a
dðd þ 1Þ  11 > ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7;











Or, comme J  I et que I est une intersection comple' te, le polyno“ meX4ð@F=@X4Þ est
en intersection comple' te avec @F=@X2 et @F=@X3. On en de¤ duit facilement FjPb ¼ Xd4 .
La proposition 2 montre que si dX 5 et
codimðN db;Bd Þ ¼
ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7;
l’image de N db dans Bd s’identi¢e a' l’ensemble des paires ðS;X Þ satisfaisant les con-
clusions du the¤ ore' me 1. Pour conclure, il suf¢t de montrer que la classe non nulle
b 2 F 2H3ðUbÞ \H3ðUb;ZÞ est unique a' un multiple pre' s (et donc est en fait la classe
correspondant a'
dD hX 2 PicðSÞo \KerðAJX  jÞ
par le lemme 2), au point b ge¤ ne¤ rique dans l’image deN db dans Bd . Cela re¤ sulte du fait
que I e¤ tant une intersection comple' te de degre¤ -socle 3d  5, on a codimðI3d5;
S3d5Þ ¼ 1. On en de¤ duit
codimðIm ðY R2d5 ! R3d5Þ;R3d5Þ ¼ 1:
Or d’apre' s l’identite¤ (2), Lb doit e“ tre orthogonal a' Im ðY R2d5 ! R3d5Þ. Cela
implique que Lb et, par suite, Qb est unique a' un scalaire complexe pre' s. Or il
est facile de voir, en utilisant le fait que H3ðUb;RÞ \ F 3H3ðUbÞ ¼ f0g, que l’on a
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une inclusion
ðH3ðUb;ZÞ \ F 2H3ðUbÞÞ C ,!F 2=F 3H3ðUbÞ:
Donc la classe b est e¤ galement unique a' un coef¢cient entier pre' s.
3. Preuve du the¤ ore' me 2 pour d assez grand
La preuve du the¤ ore' me 2 est organise¤ e comme suit. On se rame' ne au cas ou' I est
Gorenstein (lemme 3); l’ide¤ al I contient alors une intersection comple' te sans points
base de plus petit multidegre¤ ðl0; l1; l2; l3; l4Þ. Le lemme 4 minore l0 þ l2 þ l3 þ l4.
Les ine¤ galite¤ s (4) majorent l3 et l4 ; les lemmes 5, 6 et 7 majorent l0. On en de¤ duit
une minoration de l2, et on conclut par une e¤ tude asymptotique pour d # 0 du
lieu-base de I l21, dont on majore le degre¤ gra“ ce aux lemmes 5, 6 et 7.
On remarque que le the¤ ore' me 2 est facile si l’on suppose que I est une intersection
comple' te, la fonction de Hilbert des intersections comple' tes e¤ tant bien connue.
On dira par abus qu’un ide¤ al J est Gorenstein si son quotient S=J est une S-alge' bre
gradue¤ e Gorenstein de dimension 0. Ainsi, un ide¤ al J est Gorenstein de degre¤ n s’il est
homoge' ne et s’il existe une forme line¤ aire L 2 ðSnÞ_ non nulle telle que pour tout
k 2N on a Jk ¼ fP 2 Skj8Q 2 Snk; LðPQÞ ¼ 0g. Un ide¤ al Gorenstein ve¤ ri¢e en
particulier Sk=Jk ’ ðSnk=JnkÞ_ (la dualite¤ e¤ tant induite par la forme L) et sa
re¤ solution par syzygies est syme¤ trique: pour tout i 2 f0;    ; 5g et pour tout
k 2N on a
Tor5iðS=J;S=MÞk ¼ ToriðS=J;S=MÞnk;
ou' M de¤ signe l’ide¤ al maximal S>0 de S.
Si J et J 0 sont deux ide¤ aux Gorenstein associe¤ s aux formes line¤ aires L 2 ðSnÞ_ et
L0 2 ðSn0 Þ_, tels que J  J 0 (si bien que nX n0), l’image deL0 dans ðSn0=Jn0 Þ_ s’identi¢e
via l’isomorphisme induit par L a' un polyno“ me F 2 Snn0=Jnn0 . Pour tout polyno“ me
Q 2 Sn0 , on a L0ðQÞ ¼ LðQF Þ, ou' F 2 Snn0 est un releve¤ de F . En particulier, on a
donc J 0 ¼ fQ 2 S j QF 2 Jg.
LEMME 3. Il suf¢t de montrer le the¤ ore' me 2 pour un ide¤ al I Gorenstein de degre¤
3d  5.
Preuve. Par l’hypothe' se 2 du the¤ ore' me 2, il existe une forme line¤ aire L 2 ðS3d5Þ_
telle que I3d5  Ker L. L’ide¤ al associe¤ a' L contient I et ve¤ ri¢e les hypothe' ses
du the¤ ore' me 2. &
On se donne de¤ sormais un ide¤ al I Gorenstein de degre¤ 3d  5 ve¤ ri¢ant l’hypothe' se
1 du the¤ ore' me 2. On supposera de plus
dimðSd=IdÞW ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7: ð3Þ
On doit montrer dimðSd=IdÞ ¼ ðd þ 1Þðd þ 2Þ=2 7, et que I est une intersection
comple' te de multidegre¤ ð1; 1; d  1; d  1; dÞ.
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Soit G0;    ;G4 une suite de polyno“ mes de degre¤ s croissants l0;    ; l4 tels que pour
tout i 2 f0;    4g,Gi est un polyno“ me de plus petit degre¤ tel que Gi 2 I et que Gi est en
intersection comple' te avec G0;    ;Gi1. Par l’hypothe' se 1 du the¤ ore' me 2, Id1 a un
lieu-base vide ou de dimension 0 et Id est sans point base. On en de¤ duit:
l0W d  1; l1W d  1; l2W d  1; l3W d  1; l4W d: ð4Þ
Comme I est Gorenstein de degre¤ 3d  5, on obtient:
l0 þ l1 þ l2 þ l3 þ l4X 3d: ð5Þ
On peut ame¤ liorer l’ine¤ galite¤ 5:
LEMME 4. On a:
^ soit
dimðSd=IdÞ ¼ ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7
et I est une intersection comple' te de multidegre¤ ð1; 1; d  1; d  1; dÞ,
^ soit l0 þ l2 þ l3 þ l4X 3d.
Preuve. Soit s:¼ l0 þ l1 þ l2 þ l3 þ l4  3d; l’ide¤ al J:¼ ðG0;    ;G4Þ est intersection
comple' te donc Gorenstein, de degre¤ 3d  5þ s.
Si s ¼ 0, alors I ¼ J est une intersection comple' te. L’hypothe' se (3) implique que I
est de multidegre¤ ð1; 1; d  1; d  1; dÞ.
Si s > 0, J est strictement inclus dans I et il existe un polyno“ me F 2 Ss tel que pour
tout k 2N, on ait Ik ¼ fQ 2 SkjQF 2 Jkþsg. On en de¤ duit la suite exacte
0!Sd=Id !F Sdþs=Jdþs!Sdþs=ðJ;F Þdþs!0;
et donc
dimðSd=Id Þ ¼ dimðSdþs=JdþsÞ  dimðSdþs=ðJ;F ÞdþsÞ:
On doit montrer sX l1. Supposons par l’absurde s < l1. Si F n’est pas premier a' G0,
soit A ¼ pgcdðF ;G0Þ 2 S>0, et soient B et C les polyno“ mes de¤ ¢nis par AB ¼ F et
AC ¼ G0. On a CF ¼ BG0 2 J, donc C 2 I , contredisant la minimalite¤ de G0. Si
F est premier a' G0, soit i > 0 le plus petit entier tel que Gi n’est pas en intersection
comple' te avec ðF ;G0   Gi1Þ. Quitte a' modi¢er les Gj, j > i en leur ajoutant un
multiple de Gi, on peut supposer que J 0:¼ ðF ;G0    G^i   G4Þ est une intersection
comple' te. Si J 0 ¼ ðJ;F Þ, on a Gi 2 J 0 donc quitte a' modi¢er Gi par une combinaison
line¤ aire des multiples des Gj, j 6¼ i, on peut supposer qu’il existe D 2 Slis tel que
Gi ¼ FD. Mais alors D 2 I , et comme ðG0   GiÞ est une intersection comple' te, il
en est de me“ me de ðG0   DÞ, ce qui contredit la minimalite¤ de Gi. Donc ðJ;F Þ con-
tient strictement J 0; comme ðJ;F Þ est engendre¤ en degre¤ infe¤ rieur ou e¤ gal a'
d þ s, et que J 0 est une intersection comple' te, donc Gorenstein, ceci implique
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que ðJ;F Þdþs contient strictement J 0dþs. On a donc
dimðSd=Id Þ > dimðSdþs=JdþsÞ  dimðSdþs=J 0dþsÞ:
Dans cette ine¤ galite¤ , le terme de droite est e¤ gal a' la dimension en degre¤ d de l’anneau
d’une intersection comple' te de multidegre¤ ðl0    li  s    l4Þ. Cela implique




Soit H 2 S1 un hyperplan ge¤ ne¤ rique. On note SH :¼ S=ðHÞ la restriction de S a' H
et IH :¼ ðI þHÞ=ðHÞ  SH la restriction de I a' H (on identi¢era abusivement
l’hyperplanH et la forme line¤ aire associe¤ e). Le lemme suivant servira dans la preuve
du lemme 6.
LEMME 5. On a dimðSkH=IkH Þ ¼ 0 pour kX 2d  3 et dimðS2d4H =I2d4H ÞW 1.
Preuve. La d-de¤ composition de ðd þ 1Þðd þ 2Þ=2 7 est:
ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7 ¼ d þ 1
d
 






















þ    þ 4
4
 
¼ d  3:
La fonction k 7! khdi e¤ tant de¤ croissante, par le the¤ ore' me 1 de [G 2] cela implique
dimðSdH=IdH ÞW d  3. Comme Id est sans point base, par le the¤ ore' me de Gotzmann
([Go]), cela implique dimðSdþiH =IdþiH ÞWmaxf0; d  3 ig pour tout iX 0. &
LEMME 6. On a:
. soit
dimðSd=IdÞ ¼ ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7





dimðSkH=IkH Þ pour lW d:
Preuve. On a la suite exacte, ou' mH de¤ signe la multiplication par H:
Sk1=Ik1 !mH Sk=Ik!SkH=IkH ! 0: ð6Þ
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Par le lemme 5, pour kX 2d  3, mH est surjective, et, pour k ¼ 2d  4 de conoyau de
dimension au plus 1. Par dualite¤ , cela implique que pour kW d  1 l’application
mH :S
k1=Ik1 ! Sk=Ik est injective, et pour k ¼ d est de noyau de dimension au
plus 1 (la multiplication par H e¤ tant sa propre transpose¤ e).
Si l’application mH :Sd1=Id1 ! Sd=Id n’est pas injective, on a
dimðS2d4H =I2d4H Þ ¼ 1:
Par le the¤ ore' me de Gotzmann ([Go]), cela implique dimðSdþiH =IdþiH Þ ¼ d  3 i pour
tout i 2 f0;    ; d  3g. En particulier, on a dimðS2d4H =I2d4H Þ ¼ 1. Soit L 2 S2d4H
_
une forme line¤ aire non nulle s’annulant sur I2d4H . L’ide¤ al Gorenstein I
0 associe¤ a'
L est de degre¤ 2d  4 et contient IH ; de plus, par dualite¤ on a pour tout
i 2 f0;    ; d  3g:
dimðSiH=I 0iÞ ¼ dimðS2d4iH =I 02d4iÞW i þ 1:
En particulier, I 0 contient l’ide¤ al d’une droite D et la restriction de I 0 a' D est un
anneau Gorenstein a' 2 variables. Or, en utilisant la symme¤ trie de la re¤ solution
par syzygies d’un ide¤ al Gorenstein on montre qu’un tel ide¤ al est force¤ ment
intersection comple' te. Soient a et b les degre¤ s des ge¤ ne¤ rateurs de I 0. Comme I 0
est de degre¤ 2d  4, on a aþ b ¼ 2d  2. Or IH et donc I 0 est sans point base en
degre¤ d  1, donc a ¼ b ¼ d  1: I 0 est une intersection comple' te de multidegre¤
ð1; 1; d  1; d  1Þ. On a










¼ dimðSd=IdÞ þ 1
W
ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 6;
ou' la premie' re ine¤ galite¤ s’obtient par un calcul direct, la seconde re¤ sulte de ce que
IH  I 0, la troisie' me s’obtient gra“ ce a' (6) et la quatrie' me gra“ ce a' (3). Ces ine¤ galite¤ s
sont donc des e¤ galite¤ s ; en particulier, on a IH1 ¼ I 01 ¼ 2. Gra“ ce a' (6), on a
dimðS1=I1Þ ¼ dimðS0H=I0H Þ þ dimðS1H=I1H Þ ¼ 3. Donc I contient l’ide¤ al d’un plan,
et l0 ¼ l1 ¼ 1. Par (4) et (5) cela implique l2 ¼ d  1, l3 ¼ d  1, l4 ¼ d, et I est
intersection comple' te; la premie' re alternative est vraie.





et la seconde alternative est vraie. &
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On de¤ duit imme¤ diatement du lemme 6 que pour k 2 f1;    ; dg on a
dimðSk=IkÞW dimðSd=IdÞ: ð7Þ
Le lemme suivant sera l’outil essentiel de la suite de la de¤ monstration.
LEMME 7. Soit W  Sk un sous-espace vectoriel dont le lieu-base est de dimension l
et de degre¤ p. On a
dimðSk=W ÞX kþ l þ 1
l þ 1
 




Preuve. Soient Z le lieu-base deW et IZ l’ide¤ al associe¤ . On aW  IkZ, donc Sk=IkZ
est un quotient de Sk=W , et par suite dimðSk=W ÞX dimðSk=IkZÞ.
On va montrer le re¤ sultat pour dimðSk=IkZÞ par re¤ currence sur k et l.
Pour k ¼ 0 l’e¤ nonce¤ est clair.
Pour l ¼ 0 et k > 0 il faut montrer dimðSk=IkZÞXminðp; kþ 1Þ. Or, pour r# 0 on
a la suite exacte
0!H0ðP4; IZðrÞÞ!H0ðP4;OðrÞÞ!H0ðP4;OZðrÞÞ!0:
Par hypothe' se, le sche¤ ma Z est de longueur p; on a donc dimðSr=IrZÞ ¼
h0ðP4;OðrÞÞ=h0ðIZðrÞÞ ¼ h0ðP4;OZðrÞÞ ¼ p. Supposons dimðSk=IkZÞW k. Par le
the¤ ore' me de Macaulay, cela implique dimðSkþr=IkþrZ ÞW k pour tout r > 0 ; en
particulier, dimðSr=IrZÞW k, donc pW k.
Supposons l’e¤ nonce¤ vrai pour k 1, et pour k et l  1. Soit H 2 S1 un hyperplan
ge¤ ne¤ rique. Par le the¤ ore' me de Bertini (cf. [Bou 8]), pour l > 0 la multiplication
par H:Sk1=Ik1Z ! Sk=IkZ est injective. On conside' re la suite exacte de¤ ¢nissant K :
0!K !H Sk=IkZ !SkH=IkZ\H!0:

















On obtient le re¤ sultat cherche¤ en regroupant 2 a' 2 les termes des ine¤ galite¤ s
ci-dessus. &
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Revenons maintenant a' la de¤ monstration du the¤ ore' me 2. On suppose par
l’absurde que la conclusion du the¤ ore' me 2 est fausse, c’est-a' -dire que
dimðSd=IdÞ < ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7: ð8Þ
Par le lemme 4, on a alors l0 þ l2 þ l3 þ l4X 3d et par (4), cela implique
l0 þ l2X d þ 1: ð9Þ
Comme dim ðSl01=I l01Þ ¼ dim ðSl01Þ ¼ l0þ34
 





ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7: ð10Þ
Soit Z le lieu-base de Idl0 . L’ine¤ galite¤ (9) implique l2 < d  l0, donc le sche¤ ma Z est
de dimension au moins 2. Quitte a' le remplacer par un sous-sche¤ ma, on peut le
supposer de dimension 2. Soit m son degre¤ . Le lemme 7 et l’ine¤ galite¤ (7) applique¤ s
a' dim ðSdl0=Idl0Þ impliquent donc:
d  l0 þ 3
3
 




ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7: ð11Þ
Maintenant (10) implique que pour d assez grand on a l0W d=10, et on de¤ duit de (11)
que pour d assez grand on a ne¤ cessairement m ¼ 1. Il existe donc une forme line¤ aire
L 2 S1 s’annulant sur Z. Mais (9) et (4) impliquent l0 > 1, donc L 62 I . On conclut
par le lemme ci-dessous, qui pour d assez grand contredit les ine¤ galite¤ s
dim Sdl0=Idl0W dim Sd=IdW
ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2
 7
et l0 < d=10.
LEMME 8. On suppose qu’il existe une forme line¤ aire L 2 S1  I1 s’annulant sur le
lieu base Z de Idl0 . Alors on a:
dimðSdl0=Idl0 ÞX d  l0 þ 2
2
 




Preuve. Ce lemme est une conse¤ quence du lemme 4 et du lemme 7.
On pose ðI :LÞ ¼ fQ 2 SjQL 2 Ig. C’est un ide¤ al Gorenstein de degre¤ 3d  6 con-
tenant I , et s’inse¤ rant dans la suite exacte
0!Sdl0þ1=ðI :LÞdl0þ1 !mL Sdl0=Idl0 !Sdl0L =Idl0L !0:
On en de¤ duit:
dimðSdl0=Idl0 Þ ¼ dimðSdl01=ðI : LÞdl01Þ þ dimðSdl0L =Idl0L Þ:
D’une part, le lieu-base de ðI þ LÞdl0 est Z, et comme dim ZW 2, d’apre' s le lemme 7
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on a
dimðSdl0L =Idl0L ÞX




Il suf¢t donc de montrer:




On raisonne maintenant comme dans le lemme 4. Pour cela, on de¤ ¢nit les entiers l 0i ,
i 2 f0    4g pour ðI :LÞ comme les entiers li de¤ ¢nis pour I . On a les ine¤ galite¤ s:
l0iW li; i 2 f0    4g et
X4
i¼0
l0iX 3d  1
(la premie' re re¤ sulte de ce que I  ðI :LÞ; la seconde de ce que ðI :LÞ est Gorenstein de
degre¤ 3d  6).
On pose s0:¼P4i¼0 l0i  3d  1.
Si s0 ¼ 0 alors ðI :LÞ est une intersection comple' te, et dimðSdl01=ðI :LÞdl01Þ est
majore¤ par la dimension en degre¤ d  l0  1 de l’anneau d’une intersection comple' te
de multidegre¤ ð1; 1; d  2; d  1; dÞ. Comme l0X 2 cet anneau co|« ncide en degre¤
d  l0  1 avec l’anneau du plan de¤ ¢ni par les deux ge¤ ne¤ rateurs de degre¤ 1 de
ðI :LÞ, ce qui implique (12).
Si s0 > 0, la de¤ monstration du lemme 4 montre que
 soit dimðSdl01=ðI :LÞdl01Þ est supe¤ rieur a' la dimension en degre¤ d  l0  1 de
l’anneau d’une intersection comple' te de multidegre¤ ðl00;    ; l0i  s;    l04Þ et (12) est
vrai ;
 soit s0 > l01. Alors l00 þ l02X d, donc l02 > d  l00  1X d  l0  1. Cela montre que
le lieu-base Z0 de ðI :LÞdl01 est de dimension X 2, et donc d’apre' s le lemme 7, (12)
est encore vrai. &
4. Preuve du the¤ ore' me 2 pour les petites valeurs de d
La preuve du the¤ ore' me 2 pour les petites valeurs de d s’obtient en af¢nant la preuve
expose¤ e dans la section pre¤ ce¤ dente. L’e¤ le¤ ment essentiel en est le lemme 9, dont
l’e¤ nonce¤ est inte¤ ressant en soi. Ce dernier permet d’ame¤ liorer l’ine¤ galite¤ (7); on
obtient ainsi les ine¤ galite¤ s (13) et (14). La ¢n de la preuve consiste en une confron-
tation des ide¤ es de la section pre¤ ce¤ dente avec un calcul explicite des ine¤ galite¤ s
obtenues.
LEMME 9. Soit J un ide¤ al Gorenstein de degre¤ n, tel que JEð
n
2Þ est sans point base, et
soit H 2 S1 un hyperplan ge¤ ne¤ rique. On note JH :¼ ðJ þHÞ=ðHÞ  SH la restriction




























Soit J 0 l’ide¤ al engendre¤ par JWEð
n
2Þþ1. L’ide¤ al J 0 est sans point base; pour
kWEðn=2Þ þ 1 on a J 0k ¼ Jk et pour kXEðn=2Þ þ 1, J 0k engendre J 0kþ1. On pose
ðJ 0:HÞ ¼ fP 2 SjHP 2 J 0g:
Pour tout k 2N on a J 0k  ðJ 0:HÞk avec e¤ galite¤ si et seulement si mH :Sk=J 0k !
Skþ1=J 0kþ1 est injective. En particulier, on a ðJ 0:HÞEðn2Þ ¼ J 0Eðn2Þ. D’autre part, pour
tout k 2N, ðJ 0:HÞ s’inscrit dans la suite exacte
0!Sk=ðJ 0:HÞk !mH Skþ1=J 0kþ1!Skþ1H =J 0kþ1H !0:
On en de¤ duit la suite exacte
Tor2ðSH=J 0H ;S=MÞk!Tor1ðS=ðJ 0:HÞ;S=MÞk1!Tor1ðS=J 0;S=MÞk:

















Cela implique Tor2ðSH=J 0H ;S=MÞkþ1 ¼ 0. D’autre part, comme J 0k engendre J 0kþ1,
on a Tor1ðS=J 0;S=MÞkþ1 ¼ 0. De la suite exacte longue on de¤ duit





2Þ. Donc ðJ 0:HÞk1 ¼ J 0k1 et mH :Sk1= J 0k1 ! Sk=J 0k est injective. Ainsi pour
kXEðn2Þ l’application k 7! dimðSk=J 0kÞ est croissante, ce qui contredit le fait que
J 0 est sans point base. &
Comme Id donc aussi IEð
3d5









Comme IdH et I
d1
H sont sans point base, par le the¤ ore' me de Gotzmann ([Go]) on en











Par le the¤ orce' me de Macaulay ([M]), cela implique que pour k 2 f1;    ; d  1g on a:





Comme dans la section pre¤ ce¤ dente, on suppose maintenant par l’absurde que la con-
clusion du the¤ ore' me 2 est fausse, c’est-a' -dire qu’on a l’ine¤ galite¤ (8). Gra“ ce au lemme
6, on a pour k 2 f1;    ; d  1g:

























d  E d  3
2
  








dimðSk=IkÞW ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2




Revenons maintenant a' la de¤ monstration du the¤ ore' me 2. On suppose toujours par
l’absurde que la conclusion du the¤ ore' me 2 est fausse. On a alors en particulier
l’ine¤ galite¤ (9): l0 þ l2X d þ 1.





ðl0 þ 1Þðl0 þ 2Þ
2
þ
d  E d  3
2
  












(pour d # 0 c’est clair, et pour les petites valeurs de d on ve¤ ri¢e a' la main). Mais
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d’autre part, gra“ ce a' (14), on peut aussi ame¤ liorer l’ine¤ galite¤ (11):
d  l0 þ 3
3
 




ðd þ 1Þðd þ 2Þ
2




Un calcul direct (mais fastidieux!) montre que (15) et (16) impliquent mW 2, et, si
m ¼ 2, l0X 3.
Comme mW 2, il existe une forme line¤ aire L 2 S1 s’annulant sur Z. Comme
l0 þ l2X d þ 1 et que l2W d  1, on a l0X 2, donc L 62 I . Le lemme 8 montre
que l’on a
dimðSdl0=Idl0 ÞX d  l0 þ 2
2
 




Gra“ ce a' (14), on obtient l’ine¤ galite¤ (16) avec m ¼ 2. Cela implique l0X 3.
Plus pre¤ cise¤ ment, la preuve du lemme 8 montre que l’on a:




Pour achever la de¤ monstration du the¤ ore' me 2, il suf¢t de montrer que:
dimðSdl01=ðL: IÞdl01ÞX d  l0 þ 1
2
 




En effet, le cas e¤ che¤ ant, on aurait
dimðSdl0=Idl0 ÞX d  l0 þ 2
2
 
þ d  l0 þ 1
2
 




qui par (14) implique l’ine¤ galite¤ (16) avec m ¼ 3, contredisant (15).
Pour montrer (17), on reprend la preuve du lemme 8, en remarquant que l0X 3
implique l00X 2 (c’est-a' dire ðI :LÞ1 ¼ 0):
 si s0 ¼ 0 alors ðI :LÞ est une intersection comple' te, et comme l00X 2,
dimðSdl01=ðI :LÞdl01Þ est majore¤ par la dimension en degre¤ d  l0  1 de l’anneau
d’une intersection comple' te de multidegre¤ ð2; 2; d  4; d  1; dÞ, qui ve¤ ri¢e (17).
 si 1W s0 < l1, comme dans le lemme 8, on montre que dimðSdl01=ðI :LÞdl01Þ est
supe¤ rieur a' la dimension en degre¤ d  l0 de l’anneau d’une intersection comple' te de
multidegre¤ ðl00;    ; l0i  s;    l04Þ. Si l00X 2, ce dernier ve¤ ri¢e (17).
 en¢n, si s0 > l01 le lieu-base Z0 de ðI :LÞdl01 est de dimension X 2. Si Z0 est de
degre¤ X 2, (17) de¤ coule du lemme 7; sinon, il existe une forme line¤ aire L0 2 S1
s’annulant surZ0, et, comme l00X 2, L
0 62 ðI :LÞ1. Maintenant (17) re¤ sulte d’un e¤ nonce¤
exactement analogue a' celui du lemme 8, applique¤ a' l’ide¤ al ðI :LÞ, et dont la
de¤ monstration est calque¤ e sur celle du lemme 8.
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